Apuntes Cuantica II

Daniel Vazquez Lago

27 de septiembre de 2024



2/47



Indice general

1. Introduccién matematica 7
1.1. Espacios de Hilbert . . . . . . . . . . . . 7
1.2. Operadores lineales . . . . . . . . .. .. 8
1.3. Operadores hermiticos y unitarios . . . . . . . . . . ... ... L. 9
1.4. Proyectores . . . . . . . e 10
1.5. Traza y conmutador . . . . . . . .. .. L 10
1.6. Autovalores y autovectores . . . . . . . . ... Lo 11
1.7. Funciones de operadores . . . . . . . . .. .. 12
1.8. Matricesde Pauli . . . . . . . . ... 13

2. Postulados de la Mecanica Cuantica 15
2.1. Reglas de la Mecénica Cuantica . . . . . . . . . . .. ... ... ... 15
2.2. Evolucién temporal . . . . . ..o 16
2.3. Teorema de Ehrenfest . . . . . . . . . . . . ... ... 17
2.4. Incertidumbre de medida . . . . . . . .. . ... 18
2.5. Desigualdad de Heisenberg . . . . . . . . . .. oo 18
2.6. Imagenes de Heisenberg y Schrodinger . . . . . . . . . .. .. .. 19
2.7. Sistema de dos estados . . . . ... 19
2.8. Particulasde espin 1/2 . . . . . . ... 21
2.9. Momento magnético de espin . . . . . .. ..o 22
2.10. Evoluciéon temporal espin . . . . . . . .. 22

3. Entrelazamiento Cuantico 25
3.1. Producto tensorial . . . . . . .. . .. 25
3.2. Operador densidad . . . . . . . . . . 27
3.3. Matriz densidad reducida . . . . . . ... 29
3.4. Entropia . . . . ... 29
3.5. Evolucion temporal . . . . . . ..o 29

4. Mecanica ondulatoria 31
4.1. Representacion de posicion . . . . . . . . Lo 31
4.2. Conmutacion espacio-momento . . . . . . . . ... 33
4.3. Representacion de momentos . . . . . . . . . ... 33
4.4. Relacion entre representaciones . . . . . . ..o 33
4.5. Laecuacion deonda . . . . . . . . . . ... 34
4.6. Traslaciones finitas . . . . . . . ... 35
4.7. Propagadores . . . . . ... 35



INDICE GENERAL

5. Sistemas cuanticos simples
5.1. Oscilador armoénico unidimensional . . . . . . . . . . ...

6. Momento angular
6.1. Momento angular orbital y momento angular de espin . . . . . . . . ... .. ..
6.2. Algebra del momento angular . . . . . . . .. ... oL
6.3. Autovalores del momento angular . . . . . ... ... 0oL
6.4. Suma de momentos angulares . . . . . ... ..o

7. Metodos aproximados
7.1. Teoria de perturbaciones independientes del tiempo . . . . . . . ... ... ...
7.2. Teoria de perturbaciones dependiente del tiempo . . . . . . . . . .. .. ... ..

37
37

41
41
41
42
42

4/47



INDICE GENERAL

Prefacio

Hola a todos. Este documento fue creado por Daniel Vazquez Lago basandose en los apuntes
de la asignatura y los libros recomendados de la misma. Dado que muchos de mis documentos
estdn incompletos (muy incompletos la mayor parte) debido a la falta de tiempo para mejorar-
los, comparto en el siguiente link un repositorio de GitHub https://github.com/Godanitt/
USC-Physics-Degree-Notes donde podreis encontrar todos los documentos .tex y .pdf de todas
las asignaturas de las cuales he hecho apuntes (asi como los diferentes laboratorios y sus cédigos
de python). Si quereis descargarlo todo podria ser bastante engorroso descargar directamente
todos los archivos, ya que tendriais que descargar las imagenes directamente, por lo que tendré
una carpeta diseiada para guardar los diferentes archivos comprimidos en .zip. Tenéis permiso
tacito para usarlos y modificarlos a vuestro antojo. Si tenéis algunda duda podréis contactarme
a través del correo danielvazquezlago@gmail.com. Un saludo y suerte con la asignatura.
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Introduccion matematica

En esta seccién vamos a introducir los conceptos matematicos mas relevantes para un pos-
terior uso en la fisica cuantica.

1.1. Espacios de Hilbert

Definimos como espacio de Hilbert H sobre el cuerpo de los niimeros complejos como aquel
conjunto de vectores que tienen un producto escalar bien definido. Las propiedades mas impor-
tantes son que la suma de dos vectores (estados en la fisica cudntica) dan lugar a otro vector
del mismo espacio, y que la multiplicacién por un escalar da otro vector del mismo espacio de
Hilbert.

Las propiedades mas interesantes vienen una vez definimos el producto escalar. El pro-
ducto escalar de dos vectores |p), |x) se reprsentard como una aplicacién tal

HxH—C l©), [x) = (x|¥) (1.1)

En general existen diferentes formas de construir un producto escalar, dependiendo de que
representen los estados (por ejemplo, si son funciones de onda el producto escalar es una integral
evaluada en todos los puntos del espacio). Sin embargo para considerarse como un espacio de
Hilbert debe construirse con ciertas propiedades, que seran:

» Linealidad: si A\;, A\ € C, se verifica que:

(XA 11 + Aa2) = A {xlr) + Aa(x|ipa) (1.2)

= Hermiticidad: tenemos que:

(xle) = (plx)" (1.3)
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Capitulo 1. Introduccién matematica

» Definido positivo: de tal manera que (p|p) > 1, o de otra manera:
{blp) =0 = [p) =0 (1.4)

Una consecuencia de esto es la antilinealidad, que aunque es trivial, muchas veces no es
tenida en cuenta, lo que puede incurrir a error a la hora de hacer ejercicios:

(Ax1 + Aaxale) = AT (xile) + As{xale) (1.5)

Una de las consecuencias del espacio de Hilbert con dimensiones finitas es que podemos
construir cualquier vector como la suma de otros vectores por un escalar. Al conjunto de
vectores linealmente independientes entre si que son capaces de construir cualquier vector de
dicho espacio se llama base. La base mas interesante es la base ortogonal. Sean los {|n)} =
{]1),12),---,|N)} vectores que forman la base ortogonal. Se verifica que:

(n|m> = 5n,m Vn, m (16)
En ese caso podremos expresar el vector |¢) como:

N

o) =D culn) (1.7)

=1

Definimos como conjugado hermitico de un vector cualquiera como el elemento (|x)).
Dicho conjugado se define como

()" = (x| (1.8)

y por tanto en el caso de que escribamos un vector del espacio de Hilbert como una columna,
el conjugado hermitico de dicho vector sera el traspuesto con todos los complejos conjugados.

1.2. Operadores lineales

Definimos un operador lineal A como aquella aplicacién H — H que lleva un vector |¢) a
otro vector |Ay).

Por las propiedades del producto escalar hermitico tenemos que podemos construir una
aplicacion lineal como:

Py = )] (1.9)

Claramente actiara como una aplicacion lineal ya que cualquier vector |¥) por esta apli-
cacion resultard en un vector del espacio de Hilbert. Al igual que antes, podemos definir un
operador en funcién de la base ortogonal. En ese caso tendremos que el operador P,,, viene
dado por:

Pon = |m)(n| (1.10)

En ese caso es facil de ver que cualquier operador se puede crear como combinacién lineal de
estos operadores. Expresado como teorema:
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Capitulo 1. Introduccién matematica

Teorema 1.2.1. Sea A un operador lineal cualquiera con elementos de matriz A,,,. Entonces
A puede escribirse como una combinacion lineal de los operadores P,,,, tal que:

A=Y ApnPon =Y Apulm)(n| (1.11)

m,n=1 m,n=1

El operador identidad I es aquel que verifica [I¢) = |¢). No es dificil de ver que la aplicacién
identidad se puede expresar mediante la formula de resolucion de la unidad

1’::j£:|n><n| (1.12)

En general es dificil de ver como se puede expresar cualquier aplicacién lineal de esta forma.
En general ayuda mucho verlo con matrices, ya que nos permite ver que los operadores P,
expresados en una base no son mas que una matriz, y dado que la suma de matrices es una
matriz, cualquiera de ellas puede ser construida asi.

1.3. Operadores hermiticos y unitarios

A continuacién vienen una de las definiciones mas importantes (e interesantes) de toda
el tema. En este apartado definiremos lo que es un operador hermitico, vital para una com-
prension adecuada y rigurosa de la fisica. Previamente habra que definir lo que es el hermitico
conjugado de una aplicacién lineal. Ademas también veremos la definicion de operador unitario.

Definicion 1.3.1 (hermitico conjugado). El hermitico conjugado de un operador A denotado
por At se define como aquel operador que satisface que:

(x|ATp) = (Ax|p) = (x|Ap)* (1.13)

o de manera andloga
(AN = AL, (1.14)

Esto es equivalente a decir que el hermitico conjugado es equivalente a trasponer y hacer la
conjugacion compleja. No es dificil demostrar que la conjugacion del producto de matrices es
igual a

(AB) = BT Al (1.15)

Definicion 1.3.2 (operador hermitico). Definimos como operador hermitico aquel operador
A que verifica la propiedad
AT =A (1.16)

Definicion 1.3.3 (operador unitario). Definimos como operador unitario aquel operador U

que satisface
UUt=UU=1 (1.17)

o lo que es lo mismo, que U™' = U,
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Capitulo 1. Introduccién matematica

Un operador unitario es unitario si y solo si conserva la norma de cualquier vector. En
lenguaje matematico se puede entender como

U unitario < ||Ug|| = ||¢|| (1.18)

La principal utilidad préactica de los operadores unitarios es que permiten hacer cambios de
base para una aplicacion lineal concreta. Es decir, no cambian la norma o la aplicacion lineal
en si, pero permite reescribir la base en la que esta formulada la aplicacion lineal. En general:

A =UAUT (1.19)

1.4. Proyectores

Definicion 1.4.1 (proyector). sea M wun subespacio vectorial de dimension D < dimH.
Supongamos que {|1),--- ,|D)} es una base ortonormal de M. Definimos como proyector sobre
M denotado por Py como

D

Pary_ In)(n] (1.20)

n=1
que verifica que Pi; = Puy.
Claramente todo proyector es un operador hermitico, que ademas verifica que P3;, = Pyy.

Supongamos que los vectores |®) € M y |x) € M, donde claramente M = M* es aquella parte
del espacio H que excluye al subespacio M. En ese caso tendremos que

Pulo) = [9) Pulx) =0 (1.21)

1.5. Traza y conmutador

Definicion 1.5.1 (traza). la traza de un operador A, que denotaremos por Tr A, se define
como la suma de sus elementos de matriz diagonales:

Tr A=) (n|Aln) = A (1.22)

n=1

Bajo cualquier tipo de cambio la traza permanece invariante. Si A’ es una matriz tal que
A" = UAU?, tendremos que Tr AT = Tr A. Otra propiedad interesante es que la traza de un
producto no cambia si se cambia el orden en que se multiplican:

Tr (BA) = Tr (AB) (1.23)

Definicion 1.5.2 (conmutador). dados dos operadores A y B definimos su conmutador [A, B]
como
[A,B] = AB— BA (1.24)
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Capitulo 1. Introduccién matematica

El conmutador es una de las herramientas mas importantes de la cuantica, ya que permiten
explicar multitud de fenomenos relacionados con el momento angular y espin de las particulas.
Es interesante la siguiente propiedad:

[A, BC] = [A, B]C + BJA, (] [AB,C] = A[B,C] + [A,C|B (1.25)

1.6. Autovalores y autovectores

Definicion 1.6.1 (autovalores y autovectores). sea A un operador lineal. Si existe un vector
lp) y un nimero complejo a tal que se verifica

Alp) = alp) (1.26)

entonces diremos que |@) es un autovector de A y diremos que el nimero complejo a es un
autovalor del operador A. Los autovectores y autovalores se pueden llamar vectores propios y
valores propios respectivamente.

Ahora introduciremos un teorema fundamental en la fiscia cudntica, muy presente en los
postulados posteriormente

Teorema 1.6.1. Los autoaviores de un operador hermitico son reales y los autovectores corres-
pondientes a dos autovalores distintos son ortogonales.

Teorema 1.6.2. Sea A un operador hermitico y sea A su matriz asociada. Es posible encontrar
una matriz unitaria U tal que U~'AU es una matriz diagonal, donde los elementos de U~1AU
son los autovalores, cada uno de los cuales aparece tantas veces como su multiplicidad.

Sea a, un autovalor degenerado y sea G(n) su multiplicidad. En ese caso existen G(n)
autovectores independientes ortogonales correspondientes al mismo autovalor a,, que generan un
subespacio vectorial de dimensién G(n) llamado el subesapcio del autovalor a,,. Denotamos
a los vectores que forman la base de dicho subespacio |n,r)(r = 1,--- ,G(n)). En ese caso
tendremos que el proyector sobre el subespacio del autovalor a,, es

G(n)
P, = Z |, r)(n,r| (1.27)
r=1

Es muy importante ser consciente de lo que estamos haciendo. En este caso estamos creando
un proyector de los estados degenerados para cierto autovalor. Sin embargo si tenemos en
cuenta todos los estados degenrados de todos los posibles autovalores llegaremos a la relacién
de complitud de la base (estamos generando la propia base):

G(n)
> Pu=>"3 In.r)n,r| =1 (1.28)

n

en virtud de todo lo visto tendremos que

A=Y "a,P, (1.29)

esta representacion de A se denomina la representacién espectral del operador y es vélida
para cualquier operador diagonalizable por medio de una transformacién unitaria.
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Capitulo 1. Introduccién matematica

Teorema 1.6.3. si dos operadores hermiticos A y B conmutan, i.e. si AB = BA tal que
[A, B] = 0 entonces son diagonalizables simultaneamente. En otras palabras: se puede encontrar
una base de H con autovectores comunes a A y B.

Definicion 1.6.2 (operadores compatibles). Si [A, B] = 0 se dice que los operadores son
compatibles.

Definicion 1.6.3 (operador normal). Se dice que un operador A es normal si

ATA = AAT (1.30)
es decir si A conmuta con su hermitico conjugado.

Teorema 1.6.4. Todo operador normal es diagonal con respecto a una base ortogonal. Inver-
samente todo operador diagonalizable es normal.

Notese que todos los operadores hermiticos y unitarios son normales, consecuentemente
también seran diagonalizables.

1.7. Funciones de operadores

Podemos crear funciones de aplicaciones lineales. Como sabemos podemos representar (ca-
si) cualquier tipo de funcién mediante una serie de Taylor. Podemos definir las funciones de
operadores de manera completamente andloga, de tal modo que la funcién f(A) viene dada por

oo

FA) =) AP (1.31)

p=0

por ejemplo la exponencial de A viene dada por:
A _
et =>" o (1.32)
p=0

Las funciones mas interesantes son aquellas las funciones de operadores diagonalizables. Sea
A diagonalizable, tal que D es la matriz diagonal. En ese caso tenemos que:

AP = (UDUY)---(UDU") = UDpU ! (1.33)

En ese caso la matriz correspondiente a f(A) serd
fA) =X [Z chp] X! (1.34)
p=0

Dado que la matriz D es diagonalizable, tenemos que

N f(dy)
f(D)=> ¢, D" = f(ds) ‘ (1.35)

p=0
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Capitulo 1. Introduccién matematica

En otras palabras, si A es diagonalizable, la representacién espectral de f(A) serd
F(A) =) f(d)Py (1.36)

siendo P, el proyector correspondiente a cada autovalor d,, de la base. Existen numerosas e
interesantes formulas acerca de las funciones de operadores. Entre ellas se cuentan:

» det(ed) =T 4
= Si [[A, B], A] = 0 se verifica, se verificard [A™, B] = mA™[A, B]
e ABe A = By [A B+ LA A B + () + L[A[A, .[A, BL.]]

1
a oAtB — o~ 3ABlALB

1
s cAeB — pA+BLAB]

1.8. Matrices de Pauli

Las matrices de Pauli son un tipo muy especial de matriz, con determinadas caracteristicas.
Las matrices de Pauli son 3 matrices 2x2, representadas por oy, 09, 03. Estas son:

a0 we (U)o (1) wam

De primeras vemos una propiedad muy interesante: todas las las matrices de Pauli son
hermiticas. Ademés verifican que son unitarias, ya que 0? = 02 = o2 = I. Aunque estas ca-
racteristicas son muy importantes (como ya veremos) en el estudio de la mecdnica cudntica,

quizas, la propiedad mas interesante, es la de la conmutacion.

Cuando decimos que las matrices de Pauli conmutan nos referimos a que la multiplicacién
de dos de ellas generan una de las otras tres, segin la ecuacion:

0i0; = (51‘]' +1 Z €ijkOk (138)
k

donde ¢ es el nimero imaginario y €;;; el simbolo de Levi-Civita. De manera mas “explicita”
tenemos que

0109 = —0901 = iO'g 0903 — —0309 = iO'g 0301 — —0103 = iUg (139)

que se puede expresar el conmutador, de tal manera que:

[O'i,O'j] = ziz‘fijko-k (140)

k
La propiedad de conmutacién cobrara especial importancia a la hora de estudiar los espines de
los fermiones. Al tener solo dos posibles valores, el operador cudntico de espin (un operador
lineal), deberd de ser una matriz 2x2. Ademsés al tener propiedades de momento angular, debido
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Capitulo 1. Introduccién matematica

a la construccién de este ultimo mediante un producto vectorial (o matricialmente mediante
un operador levi-civita) tendremos que las matrices de espin deberdn conmutar. Por esa misma
razon esta propiedad es, probablemente, la mas relevante de todas.

Al margen de su interés practico, podemos ver claramente geu la conmutacién cierra bajo
conmutacion. Es decir, el conmutador de dos de ellas es una matriz de Pauli, de tal modo que
no podemos obtener matrices infinitas a partir de la conmutacién. Por estar razon se dice en
la literatura matemética que forman un algebra de Lie, el algebra SU(2). Como las matrices
de Pauli no conmutan no podréan ser mutuamente diagonalizables, esto es, no existe una base
para el cual las 3 sean. a la vez, diagonalizables.

Llamamos al vector ¢ = (01,09, 03), de tal modo que el producto escalar con un vector ¢
cualquiera viene dada por:

Lo U3 V] — 10y
V0 = V101 + U092 + V303 = . (141)
VU1 + U2 —U3

de tal modo que se verifica la propiedad:
(7-5)* = (V)1 (1.42)

Definicion 1.8.1 (grupo de Lie). Definimos como un grupo de Lie a las matrices NzN
(denotadas por M) tales que MT = M~ y que det M = 1. Se denomina SU(N).

Las matrices definidas como M%®%% (con § € R y ||#]| = 1) verifican esta propiedad
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Postulados de la Mecanica Cuantica

2.1. Reglas de la Mecanica Cuantica

Los postulados de la mecanica cuantica son 4, tales que:

Postulado 1: las propiedades de un sistema estan determinadas por un vector de estado
|1)) que es un elemento de un espacio de Hilbert #, llamado espacio de estados.

= Postulado 2: las propiedades fisicas estan representadas por operadores hermiticas sobre
el espacio de estados.

» Postulado 3: cuando la propiedad a (como momento lineal, posicién, momento angular),
que esta representada por el operador A, el resultado de una medida es uno de los posibles
autovalores de A. Aunque inicialmente no se encuentre en el autoestado correspondiente
al valor medido, la funcién de ondas colapsard de tal modo que cambia tras la medida. Por
esa misma razon se dice que toda medida en la mecanica cuantica es intrusiva y destructiva
respecto el estado anterior, ya que cambia de un estado cualquiera a un autoestado.

= Postulado 4: el vector de estado o estado evoluciona con el tiempo de acuerdo con la
ecuacion de Schrodinger:

00 = Hlp(ty (2.)

donde H (t) es el operador Hamiltoniano, y representa la energia del sistema.
Podemos aplicar todo el conocimiento sobre espacios de Hilbert a los estados cuanticos. En

ese caso un estado cualquiera [¢(r, t)) puede ser representado en una base del espacio de Hilbert
al que pertenezca. El significado fisico de los coeficientes ¢; tal que
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Capitulo 2. Postulados de la Mecanica Cuantica

N

) = ailen) (2.2)
i=1

se entiende gracias al postulado 3. Supongamos que el operador A da lugar a diferentes autova-

lores ay, as... con autoestados [i1).... En ese caso tras una medida cualquiera se obtendra uno de

los autovalores. La pregunta ahora es: ;Cudl es la probabilidad de que salga el autovalor 77; Y

el autovalor j7 Esta vendra dada precisamente por los coeficientes ¢;, tal que la probabilidad

P; de que se mida a; sera:

P = cie; = |aif? (2.3)

lo cual se deduce de hacer (¢;|1). Por tanto el producto escalar en el espacio de hilbert de
estado-autoestado nos dara una medida de la probabilidad de que tras una medida aparezca
el valor a;. Sin embargo esta concepcion probabilisica de la cudntica conlleva a que todos los
estados deben estar normalzados, tal que (x|yx) = 1.

2.2. Evolucién temporal

Ahora vamos a tratar de resolver la ecuacién de Schrodinger temporal. Esta claro que nuestro
problema se puede resolver mediante separaciéon de variables tal que:

¥ (x, 1)) = U(t, to)|1(r, o)) (2.4)

Si nos damos cuenta en realidad U(t, tg) estd actuando como un operador respecto el espacio
de fases. A U(t,ty) se le llamard operador de evolucién temporal, y nos describe como
evoluciona el estado de un cuerpo a lo largo del tiempo. En la ecuacién de Schrodinger 2.1
tenemos que el hamiltoniano H también es un operador, que puede depender del tiempo. Si
substituimos 2.4 en 2.1 llegamos a que:

AUt 1)
h—
T

de tal modo que la forma del operador U(t,t,) estard completamente determinada por el Ha-
miltoniano H, ya que:

= HOU(t, t) (2.5)

Ult, t) = e ia(t=10) (2.6)

Como podemos ver U no es otra cosa que una funcién de H. Por lo tanto si tenemos H
diagonalizado podemos escribir U en funcién de los proyectores. A continuacion presentamos
un ejemplo:

Autovalores E, Es. I

Si los autovalores de H son E; y Es, con sus respectivos autovectores. Sabemos que podemos
escribir H como:

H = E1|Ey)(E1| + Es)(Es| (2.7)
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Capitulo 2. Postulados de la Mecanica Cuantica

en ese caso dado que f(H) puede escribirse como f(H) = >, f(A\;)P;, tenemos que el operador
U(t) en este caso se puede escribir como:

o . Eq
U(t) = e T B (B + e 7

Ey) (Es| (2.8)

Si el operador H es diagonalizable, con autovalores E, Es, ... en una base |n) con n = 1,2...;
cada uno de estos autovectores, que llamaremos autoestados a partir de ahora, tendran su
propia evolucién temporal. Légicamente H|n) = E,|n), de tal modo que:

[n(t)) = e (k) (2.9)

En ese caso es obvio que si el estado v esta formado por la base de autoestados ¢ = > ¢, |n),
tendremos que:

() =Y e ) (2.10)

Aunque pueda parecer un conazo esto no es mas que aplicar el conocimiento del tema anterior
sobre autoestados, autovalores... a un nuevo espacio llamado espacio de estados que describen
el movimiento de un cuerpo cudnticamente. Ademds son representados (la mayor parte de
las veces) por vectores, al igual que en el tema anterior. Si lo preferimos escribir usando los
proyectores tenemos que:

() = D e ) |l (1)) (2.11)

2.3. Teorema de Ehrenfest

El Teorema de Ehrenfest nos dice que la evolucion temporal de un pardametro medible A,
que podremos calcular mediante la aplicacion del operador A tal que (¥|A|Y) = (A)y , viene
determinada por:

d

dt
donde [A, H| es el conmutador. Como podemos ver esto tiene una forma muy similar a la
expresion clasica que describe la evolucion de una funcion del espacio de fases, solo que en vez
de usar el conmutador usariamos el corchete de Poisson. Una de las principales consecuencias
del teorema de Ehrenfest es que la dependencia del operador H respecto el tiempo solo puede
ser explicita, ya que [H, H] = 0. En ese caso tendremos que:

(A = (OA/0H), — +{[A, H]), (212)

Sl = (0, (2.13)

y por tanto podremos afirmar que si H no depende del tiempo el valor esperado de la energia
se conserva. Y o0jo con esto iltimo: el valor esperado de la energia. En cualquier caso el teorema
de Ehrenfest nos permite saber si el valor esperado de cualquier medible es una constante del
movimiento o no.
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2.4. Incertidumbre de medida

Ya que la fisica cuantica juega con las probabilidades, tal y como hemos dicho en el punto
2.1, es de esperar como teoria de las probabilidades que cada medida tenga una incertidumbre
intrinseca, mas alla de la precision de medida y otros factores. Definimos como incertidumbre
del observable A en el estado |¢)) a

(AyA)* = (A%, — (A)] (2.14)

2.5. Desigualdad de Heisenberg

La desigualdad de Heisenberg estudiada en Fisica Cudntica I (o en casi cualquier libro de
texto) se presenta como la imposibilidad de conocer posiciéon/momento de una particula a la
vez, o también de tiempo/espacio. Aunque son los casos de mayor interés, en realidad se pue-
de generalizar para cualquier par de observables. La desigualdad de Heisenberg no es si no
una conclusién de un caso mucho mas general, intrinseco a la vision probabilistica de la fisica
cuantica.

Una vez hemos dicho esto, la pregunta mas obvia es: ;Cuando se que dos medibles son
incompatibles? La respuesta es sencilla: cuando los operadores de ambos medibles conmutan.
El argumento matematico, la demostarcion, por la que esto es asi es interesante, pero poco
didactica. En general, si los valores esperados son cero (cualquier tipo de valor esperado puede
hacerse cero mediante la redefinicién del cero, tal que (A4), =0, (B)y = 0) tenemos que:

(AyA)(AyB) = S[([A, Byl (2.15)

N | —

En ese caso podemos ver que cuando [A, B] = 0 (no conmutan) es posible conocer ambos
valores esperados con infinita precisién simultdneamente (al menos cudnticamente podremos
hacerlo, otra cosa es que nuestros aparatos de medida no puedan).

Si A es un observable cualquiera que no depende del tiempo explicitamente, esta claro que
la tinica dependencia temporal posible viene determinado por su corchete con H (teorema de
Ehrenfest, 2.12). Légicamente esto implicard que la desigualdad, si B = H, tendré la siguiente
forma:

h|d
(DA BoH) = 5| Tl (2.16)
si ahora definimos la cantidad 7,(A) como:
A A
Tp(A) = (2.17)
S{A)]
tendremos que se verificara que:
h
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Al ver esto podemos entender que la cantidad 7, no representa otra cosa que el tiempo ca-
racteristico en el cual el valor esperado del observable A en el estado 1) cambia una cantidad
igual a la dispersién. De esto se puede deducir que es el tiempo el cual al medir el observable
A el estado ha cambiado. Por esta razon a 7,(A) se le llama vida media de 1 con respecto
al observable A. Esto sugiere que 7 debe ser interpretado como la vida media de un estado
excitado y, por tanto, AFE la incertidumbre de energia de dicho estado.

Si AE = 0 la desigualdad de Heisenberg implica que 7 = 0o, y el sistema esta en un estado
estacionario.

2.6. Imagenes de Heisenberg y Schrodinger

Lo mas habitual es describir la evolucién temporal de un valor medio suponiendo que el
estado del sistema varia con el tiempo, mientras que el operador es constante (siempre que
no sea ezplicitamente dependiente del tiempo). A esta forma de calcular los diferentes valores
medios... la llamamos la imagen de Schrodinger.

Sin embargo existe otra forma de calcular el valor medio de diferentes observables: supo-
niendo que el estado es constante y que el operador varia con el tiempo. A esto lo llamamos
imagen de Heisenberg. Denotamos al operador en la imagen de Heisenberg por Ag(t). Lo
obtendremos como:

Ap(t) = Ulto, ) AU (L, o) (2.19)

donde U(tg,t) = UT(t,ty). Como sabemos, para obtener el valor medio del observable A para
un estado ¥(t), con un estado inicial ¥y para to, es (¢ (t)|Al(t)) = (A(t)). En la imagen de
Heisenberg esto es equivalente a (g| Ag|1o). De este modo:

(A)(E) = (Au(t)) (2.20)

lo cual es, en realidad, obvio, ya que el valor medio debe ser el mismo para ambas imagenes. Al
igual que antes uno podia calcular la evolucion del valor medio usando el teorema de Fhrenfest
(ecuacién 2.12), en la imagen de Heisenberg también tendremos un equivalente al teorema de
Ehrenfest. Este sera:

dé‘% - (%_?)H + % [Hy(t), Ap ()] (2:21)

donde
(aa_?)H = UT(t, 1) (%-f) Ult, to) (2.22)

2.7. Sistema de dos estados

Supongamos que un sistema puede ser descrito mediante un espacio de Hilbert de dimensién
2. Esto significaria que con dos estados |1) = ¢ y |2) = 1)y puedo describir completamente el
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estado del sistema. En ese caso el Hamiltoniano H toma la forma

Hll H12
H = 2.23
(Hm H22> (2.23)

es importante recordar que el operador H es un operador hermitico, y por tanto Hy» = HJ;.
Ademas para ser hermitico debe verificarse que Hy1, Hys € R. Queda claro entonces que los
autovalores de dicho estado serdn dos nimeros reales tales que E sera el autovalor de mayor
valor y F/_ el autovalor de menos energia. En ese caso tendremos que:

1
Ei:§[HH+H@iVKHH—H@P+MHﬁP (2.24)

Como vamos a poder observar ahora mediante un ejemplo, los elementos no diagonales de
H determinan las amplitudes de transicién entre dos estados de la base. Veamos el caso dele
ion de la molécula de hidrégeno.

Ion de la molécula de hidrégeno'

Si consideramos dos protones y un electron, tal que el electréon puede estar en dos esta-
dos: alrededor del protén uno (|1)) y alrededor del protén dos (|2)). Podemos suponer que el

Hamiltoniano H viene dada como
([ Ey —A
H = (—A Eo) (2.25)

tal que A y E son reales. En este caso es evidente que los autovalores vienen dados por:

EJr - EO + A E_= E() — A (226)

con autovectores:

+) =11) —12) =) =10 +12) (2.27)

Aunque pueda no parecer trivial, si tenemos en cuenta la ecuacién 2.24 podemos ver que si
lo son. Los autovectores también son triviales. En cualquier caso, nos interesa ver cual es el
significado fisico de A. Para esto tenemos que expresar [1),]2) en funcién de los autovectores.
En ese caso tenemos que:

1

1
1 =) +14)] 2) = —=[I=) = 1+)] 2.28
=] =Sl -m (223)
No cabe ningtn tipo de duda que los estados 1 y 2 contintan siendo ortogonales. Supongamos

un estado 1 que inicialmente (en t = ¢y, y por facilitar la expresiéon ¢, = 0) se encuentra
puramente en |1). ;Cudl serd su evolucién temporal? No hay ningtin tipo de duda que:

(1)) = % eI 1) — e ) (2.29)

si hacemos el producto escalar entre 2 y 1), que serd exactamente igual a la probabilidad
a(l — 2;t) de transicién del estado 1 al estado 2, obtenemos que:
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(2l) = % Eaaabraasl (2.30)

lo cual si tenemos en cuenta que 2.27, y teniendo en cuenta las identidades trigonométricas bien
conocidas por el alumno, llegamos a que

E,—-F_ A
Py o(t) = sin? | ————t| =sin? | ¢ 2.31
Consecuentemente el electron oscila entre los dos protonces con una frecuencia de w = A/h.
A este comportamiento oscilatorio lo llamamos las oscilaciones de Rabi. Este es el caso de
oscilaciones inducidas por los elementos diagonales del hamiltoniano, aunque en otros casos
pueden estar inducidas por un campo exterior.

2.8. Particulas de espin 1/2

El espin es el giro intrinseco de una particula u objeto respecto uno de sus ejes. Al igual que
cualquier otro observable clasico debe tener su andlogo cudntico. A un objeto clédsico es sencillo
asignarle un espin (es el momento angular intrinseco, respecto uno de sus ejes). Sin embargo
en la cudntica, donde las particulas no tienen una forma concreta (no son esferas, ni cubos,
ni pirdmides), asignarle una forma operacional (al igual que p = —ihV o L = —ihV X...) es,
sencillamente, imposible.

Sin embargo si que sabemos que debe tener una caracteristica, que comparte con el momento
angular, y es que la conmutacién entre direcciones espin (como pueden ser S,, S,) debe dar lugar
al otro espin (en el ejemplo S,). En ese caso debe verificarse que:

[Si, S]] X eiijk

Adema&s conocemos un hecho experimental: para los fermiones el espin solo puede tener dos
valores, 1/2 y —1/2. Entonces el espin debe ser un operador que se puede escribir en un espacio
de Hilbert de base 2. La pregunta es: ;Existirdn 3 operadores que pertenezca a H2, y que
ademds verifique la conmutacién? La respuesta es si, y ya los hemos visto. Son las matrices de
Pauli. Entonces para los fermiones los 3 operadores espin seran:

h h h
S, = 50a Sy = 5% S, = —o, (2.32)
y por tanto los operadores espin tendran las mismas propiedades que las matrices de Pauli.
Dado que las matrices de espin conmutan, no pueden ser mutuamente diagonalizables. Es por
tanto necesario saber expresar en funcién los autovectores de S, en funcién de los de S, y

viceversa; o los de S, en funcion de los de S,.

Si por algtn casual el hamiltoniano dependiera directamente de S, (seccién 2.10) y el estado
inicial fuera proporcional a S,, para estudiar la evoluciéon temporal del espin necesitariamos
expresar S, en funcion de los autovectores de S,. Aprender a hacer esto de manera sencilla solo
requiere practica, ya que la base tedrica es pura algebra lineal.
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2.9. Momento magnético de espin

Existe una relacion experimental entre el momento magnético de un fermién y el espin del
mismo. Esta relacién es fundamental, ya que como veremos en el tema siguiente, dara pie a
una relacion espin-hamiltoniano. Entonces:

q
— g8 2.33
H=95 - (2.33)

donde ¢ es la carga del fermion (en el caso del electrén ¢ = e), y g es un factor experimental (en
el caso del electrén g, = 2) y m la masa del fermién. Denominamos al factor pp el magnetén
de Bohr y vendréa dado por:

(2.34)

_eh
BB = 2mec

En ese caso tendremos que para un electrén la relacién espin-momento magnético vendra dada
por:

p= geng (2.35)

Aunque pueda parecer pedante, el magneton de Bohr es una de las magnitudes que se conocen
con mayor precision, por lo que es muy interesante (experimentalmente) dejar todo en funcién
de esta constante. Ademds nos permite agilizar los cédlculos.

2.10. Evolucion temporal espin

Como sabemos el hamiltoniano de un momento magnético p en presencia de un campo
magnético B viene determinado por:

H=p B (2.36)

sea el campo magnético paralelo a la direccién z (arbitraria pero sin pérdida de generalidad) y
constante, siendo p generado por el espin de un electrén. Si B = Bz, tendremos que:

_ geltp B

H S. = upBo. (2.37)

Supongamos ahora que nos dan el estado de espin y mas general posible, esto es, una combina-
cién compleja en de los autovectores |1) y ||) (estos vectores se relacionan exclusivamente los
autovectores de o, cuando hablemos de autovalores generales, de o, o o, usamos |+) y |—))
tal que

x=eos0/2) 1) +sino/2e 1) =(g) 0= (}) (239)

que evidentemente verifica la condicién de normalizacién (obivamente 6 € (0,7) y ¢ € (0, 27)).
Una vez elegido este estado general, podremos calcular la evolucién temporal facilmente, ya
que el operador evolucién temporal verifica que:
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it 0
Ult,to) = B (2.39)
0 et t
si llamamos precision de larmor w; a la frecuencia:
e
= 2.40
L 2mec ( )

que es la frecuencia de un momento dipolar magnética respecto a un campo magnético en la
electrodindmica cldsica (vaya coincidencia). Entonces podemos ver que la evolucién del estado:

x(t) = cos(0/2)e Lt |1) 4 sin(0/2)e' ™t |]) (2.41)

Ahora imaginemos que queremos evaluar el valor medio de los diferentes espines, S;, S, y 5.
Para esto tenemos que aplicar los operadores a x(t). De este modo podemos obtener que:

(S.(t)) = g sin(0) cos(2(wrt + ¢)) (2.42)
(S, (1)) = gsin(H) sin(2(wit + 6)) (2.43)
(S:(t)) = gcos(ﬁ) (2.44)
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Entrelazamiento Cuantico

Este es con probabilidad el tema mas interesante y dificil de todo el curso. Hasta ahora
nos hemos limitado a estudiar sistemas constituidos por particulas. En este tema consideramos
sistemas de dos o méas particulas, descubriendo que tienen ciertos estados llamados entrelaza-
dos, en los cuales las dos particulas forman una entidad tnica. Sus correlaciones deberan estar
descritas por un modelo probabilistico cuantico.

3.1. Producto tensorial

Supongamos que tenemos dos subsistemas completamente independientes, denotados por 1
y 2. Estos vendran dados por los espacios HY v H2! de dimensiones N y M. Definimos también
los vectores generales de estos como:

o) € HY x) € Hy' (3.1)

con sus bases ortogonales respectivas:
{|n)} — base de HY (n=1,..,N) (3.2)
{|m)} — base de H}’ (m=1,... M) (3.3)

Definicion 3.1.1 (producto tensorial). Definimos como el producto tensorial de 2 espacios
con el simbolo HY @ HY como un nuevo espacio de dimensién N - M, generado por los
pares (|n),|m)). Denotaremos como

(In),[m)) = [n @m) (3.4)

al producto tensorial de los vectores |n) y |m).
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Siguiendo un poco la linea tedrica (mas adelante presentaremos un ejemplo que consideramos
muy ilustrativo, ademds de 1til para otras asignaturas), denotaremos por [@®x) al par (|¢), |x))
que es subelemento de HY @ H que representa el estado del sistema completo en el cual el
subsistema 1 se encuentra en el estado |p) y el subsistema 2 estd en el estado |x). Diremos que
| ® x) es el producto tensorial de los estados |¢) y |x). Supongamos que:

o) =D caln) € HY ) = dulm) € 1Y (3:5)

entonces en términos de la base podremos escribir el estado |¢ ® x) (elemento del sistema
HY @ HA) como

le®@X) =) tudmln ®m) (3.6)
m,n

Quizéas un ejemplo puede ilustrar mucho mejor la concepciéon de crear un nuevo espacio
(sistema) a partir de dos espacios (subsistemas). En muchas ocasiones nos interesa estudiar el
espin de dos electrones (en general, dos fermiones). Cuando los electrones interaccionan entre
si la unica posibilidad de estudiar la evolucién temporal de ellos es usando el sistema formado
por el producto tensorial de los estados-espin. De hecho esto constituye el ultimo postulado de

la mecanica cuantica. Antes el ejemplo:

Dos espines I

En este ejemplo solo vamos a construir el nuevo espacio formado por los dos espines. Dado
que los espacios iniciales son de dimension 2, el nuevo espacio serda un espacio de hilbert de 4
dimensiones. ;Cuales son los autovectores de la nueva base? Evidentemente si:

{10 LI, [y = {10, 1), 1), B}

estos 4 serian los nuevos autovectores del estado global del sistema. Como podemos ver esto es
exactamente igual que:

Mo M= Mely=th el =In el =)

Ahora si nos dieran el hamiltoniano de interaccién en funcion de esta base, podriamos conocer
estado del sistema formado por dos electrones en cualquier instante (suponiendo que el hamil-
toniano de interaccién solo dependiera de los espines de estos). Aunque sea solo por informar, se
suele preferir los estados singlete y triplete a los mencionados anteriormente. El estado singlete
Xs v triplete xr se crean a partir de estos como:

(ITH)+ 1) (I = H1) (3.7)

1 1
XT = E Xs = E
la razén de esto es, basicamente, porque el espin global ({(S)) esperado del estado triplete es 1
y el estado del singlete es 0, a diferencia de la base original.

Como hemos dicho, el quito postulado habla del estado global de dos sistemas en interaccién.
En realidad un sistema en interacciéon no es mas que un sistema en si, el cual en realidad nos
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interesa estudiar como un producto de subsistemas, para asi calcular de manera individual
valores de este subsistema, que de otra forma seria imposible. El quito postulado nos dice:

» Postulado 5: el espacio de dos sistemas en interaccién es HY @ H2.

En general un vector |¢) € HY¥M no puede escribirse como un producto tensorial de dos
vectores cualesquiera |¢ ® x). Para eso se necesitaria que los coeficientes b, de la base se
puedan factorizar por b,,, = ¢,d,,, y esto no siempre es posible. Entonces los vectores de estado
que se pueden escribir como productos tensoriales son un subconjunto (que no un subespacio)

de HY ® HA.

Definicion 3.1.2 (estado entrelazado). Definimos como estado entrelazado a aquel vec-
tor de estado que no pueda ser escrito en forma de producto tensorial.

Definicion 3.1.3 (producto tensorial de dos operadores). Sean los operadores lineales A
actuando en Hy y B actuando en Ho. Definimos el operador A® B que actia en Hi Q@ Hoaquel
que actia tal que:

A® Ble® x) = |Ap ® Bx) (3.8)

tal que si |¢p) es un estado general de Hy ® Ha tenemos que:

A®B|¢) = bym|An ® Bm) (3.9)

n,m

Por tanto los elementos de la matriz A ® B (matriz de dimensién N - M x N - M) serd
ApinBoym, donde Ay, v By, seran los elementos de matriz de los operadores A y B. En
general un operador C' definido en el sistema global no sera de la forma A ® B. Solo en algunos
casos se puede escribir C' en la forma factorizada.

3.2. Operador densidad

Para entender primero el concepto de operador densidad primero debemos de hablar de es-
tados entrelazados. Como hemos dicho un estado entrelazado es aquel estado que no puede ser
factorizado. { Esto que implica? Supongamos el caso de los dos electrones. Si el estado global no
puede ser factorizado, esto implica que no vamos a conocer el estado de ninguno de los electro-
nes perfectamente. Es posible conocer el valor medio del espin, pero no podremos decir que en
determinado instante el estado de espin del electrén 1 es una combinacién de |1) y |]) conocida.

El operador densidad, también llamado matriz densidad o operador de estado es un
operador que nos da el grado de acoplamiento o entrelazamiento que hay en un sistema. De este
modo podremos distinguir los estados puros (esto es, estados no acoplados) de los estados
mezcla (estados acoplados).
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Definicion 3.2.1 (operador densidad). El operador densidad p es un operador hermitico
(p' = p), de traza unidad (Tr (p) = 1), definido positivo (det(p) > 0) formado por:

P= Pumaw|n @ my(n’ @ n'| (3.10)

Es diagonalizable, aunque los autovectores no sean ortogonales entre si. Entonces si suponemos
los estados puros |p,) n = 1,2..., no necesariamente ortonogales entre si, tenemos que el
operador densidad:

p= D palead(onl = Y 0aPa (3.11)

donde py,, es la probabilidad de encontrar al sistema en |¢y).

La matriz densidad codifica toda la informacion del sistema. Ahora la pregunta es: ; Cuando
la matriz nos dice si un estado es puro o no? Un estado es puro cuando la matriz densidad
viene dada completamente por p = |¢){p|. Esto se verifica si y solo si p> = p (solo cuando
pi=1yp; =0/ j#ise verifica). A su vez esto se verifica si y solo si Tr (p?) = 1. Entonces
la condicion de estado puro dada por la matriz densidad es:

Estado puro <= p* = p <= Tr (p*) = 1 (3.12)

Légicamente todo estado no puro verifica necesarimente que Tr (p?) # 1. La pregunta ahora
es ;Existe algin parametro que mida la pureza de la matriz densidad? La respuesta es senci-
llamente, si, y viene determinada precisamente por Tr (p?). La traza cuadrada debe verificar
stempre que

Tr (p*) <1 (3.13)

Esto se debe a que las probabilidades de transicién deben verificar siempre |p,){on| < 1.
Ahora, ;Existe un limite inferior? Aunque pueda parecer un poco arbitrario, la respuesta es si,
y el valor mas pequeno es 1/N siendo N la dimensién del sistema. Consecuentemente tenemos
que

S <Tr(p*) <1 (3.14)
N

siendo 1 el valor para un estado puro y 1/N para un el estado mas mezclado posible, llamado
estado completamente mezclado. No es trivial, pero tampoco es relevante saber como deducirlo
matematicamente. Lo importante es entender que el estado mas mezclado que existe es el es-
tado en el que todas la probabilidad de estar en un estado es indistinguible de cualquier otro,
lo cual tiene en realidad sentido. Si hubiera una probabilidad mas alta de estar en un estado
puro que en otro se acercaria mas a la pureza total.

Supongamos que ahora queremos hallar el valor medio de una propiedad fisica A regida por
el operador A con componentes a; ;. En ese caso solo tendremos que evaluar:

(A) =Tr (Ap) (3.15)
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3.3. Matriz densidad reducida

Consideremos el estado de dos particulas descrito por una matriz densidad p definida en
H1®Hs. {Cudl es la matriz densidad de la particula 17 La respuesta esta clara: no nos importa
el estado de la particula 2, por lo que habra que sumar todos los posibles estados de 2, tal que
entonces:

pt) = memwum = Tr »(p) (3.16)
na

Muchas veces tendremos que p = |¢)(| siendo ¥ = ¢; >, |xi ® ¢i). En ese caso la matriz
reducida, es, sencillamente:

pt) = Z ;e (Uil v) les) (eil (3.17)

donde el caso mas sencillo es que los autovectores 1); y 1); sean ortogonales entre si, ya que:

PV =3 lelPlea el (3.18)

3.4. Entropia

Definimos la entropia estadistica o entropia de von Neumann como la entropia definida
como:

Son = —Tr [plog(p)] (3.19)

esto es:
Son = — an log(pn) (3.20)

donde usamos el logaritmo natural.

3.5. Evolucién temporal

Podemos describir la evolucion temporal de un estado usando la imagen de Schrédinger. Pese
a usar la imagen de Schrodinger, donde solo deberian variar |1, (t)), tenemos que el operador
matriz densidad depende del tiempo:

L dp
— =[H 21
Zhdt [H, p) (3.21)

tal que si U(t, 1) es el operador de evolucién temporal tenemos que:

p(t) = U(t, to)p(to)U ™" (¢, to) (3.22)
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Mecanica ondulatoria

En este tema estudiaremos una realizacion de la mecénica cuantica geu permite describir el
movimiento de las particulas en el espacio de posiciones R? o en el espacio de momentos. Para
ello hemos de empezar generalizando el formalismo del espacio de Hilbert al caso de espacios de
dimension infinita. Aunque esta generalizacion matematica es técnicamente mas compleja, la
mecanica ondulatoria resultante es la formulacién original de la mecanica cuantica y es necesaria
para poder resolver muchos problemas de fisica muy relevantes.

4.1. Representacion de posicién

Anteriormente hemos definido la funcién de estado mas general en una determinado espacio
de Hilbert de dimensién N como una combinacién lineal de los vectores base que forman dicho
espacio. De este modo tendriamos que

V) = ch‘@bn) (4.1)

Si ahora llevamos n — oo, donde [1,,) — |x) significa la posicién del eje real . Como sabemos
un sumatorio llevado a términos infenitesimales se converte una integral, de tal modo que:

W)= [ el (12

—0o0

En ese caso tendremos que:

c(x) = (¢fx) (4.3)

Definimos ¢ (z) = ¢(z) como la funcién de onda en la representaciéon posicién (como
podemos ver tienen nombres diferentes, una es la funcién de estados y la otra la funcion de
onda). Como v (z) es el producto interno, la funcién de onda (z) es la amplitud de proba-
bilidad de encontrar la particula en el punto de coordenada x cuando estd en el estado |¢).
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Equivalentemente [1)(z)|?dz es la probabilidad de que la particula esté entre z y x + dx en el
estado |¢)). En ese caso la probabilidad total de que la particula se encuentre en algin sitio
debe ser uno, por lo que debe verificarse qeu

| st =1 (4.4)

[e.9]

Tenemos que el valor medio (asi como valor medio cuadratico, dispersion...) de la posicién de la
particula serd la aplicacién del operador X de posicién sobre ¢ (z). Tenemos que, por definicién

X|z) = z|x) (4.5)

por lo que tenemos que:
@o= [ alvi@)? - da (46)

@ | T 2@ de (47)

(Az)* = (2%) — (z)* (4.8)

Para calcular el valor medio, valor medio cuadratico e dispersiéon de un operador A cualquiera
simplemente:

(A), = / " (A) - da (4.9)

M%wZ/f(ﬁw%dx (4.10)
(AA)? = (A%) — (A)? (4.11)

Los operadores mas importantes son el operador momentos y el operador energia/hamiltoniano.
Estos estan definidos como:

L0
_ 0

Si la particula es no relativista podemos usar la expresién del hamiltoniano dado la ecuacién
de Schrodinger. En cualquier otro caso habria que usar la expresién de la ecuacién de Dirac.
Esto es:

h? o2

2m 0x? (z) ( )
Logicamente todo esto se puede generalizar para el espacio de posiciones tridimensional (dz —
dr, % — V, ...). Mas adelante presentemos una seccién con el temario pero en tres dimensiones.

32/47



Capitulo 4. Mecéanica ondulatoria

4.2. Conmutacién espacio-momento

Los operadores momento/espacio conmutan entre si. Esto se puede comprobar facilmente,
ya que:
dy

XPy(x) = —ihxa (4.15)

d
PXy(z) = —ihx% — il (x) (4.16)
de tal modo que [X, P] = XP — PX sobre ¢ (z) tiene como resultado:

(X, Ply(z) = il (x) (4.17)

Esta es la denominada relacién de canénica de conmutacion:

X, P| =ih (4.18)

4.3. Representacion de momentos

La representacion en el espacio de momentos sigue el mismo proceso que en el caso anterior,
solo que ahora |1,,) — |p). En el caso anterior obteniamos una funcién de ondas en la represen-
tacién posicién, donde |1 (z)|?dz nos daba la probabilidad de encontrar una particula entre x
y x4+ dx. En este caso obtendremos una funcion de onda en la representaciéon momento
U (p) donde [¢(p)[2dp nos da la probabilidad de encontrar una particula entre los momentos p
y p+dp. Al igual que antes obteniamos el valor medio de x como la aplicacion del operador X
sobre |z), ahora exactamente igual, solo que P|p) = p|p). Entonces:

(p)y = /oo plY(p)* - dp (4.19)
P*)y = /_oo Pl (p))* - dp (4.20)
(Ap)* = (p*) — (p)? (4.21)

Los valores medidos por la funcién de ondas en el espacio de momentos tienen que ser los
mismos medidos por las funciones de onda medidas en el espacio de posiciones. Por tanto la
informacién contendida en la funcién de ondas ¥ (x) y la informacién contenida en la funcién

¥ (p) debe ser la misma. Consecuentemente debe existir una trasnformaciéon de una a otra que
no colleve una perdida de la informacién (una no puede ser derivada de la otra).

4.4. Relacion entre representaciones
Como hemos dicho en la seccién anterior debe existir algin tipo de transformacién que

nos lleve del espacio posicional al espacio de momentos. Esta relacion vendra dada por la
transformada de Fourier:
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m ”% 2)da (4.22)

(r) =

eﬁp U(p (4.23)
\/ﬁ

Esta relacién se puede deducir de manera sencilla obteniendo las autofunciones del operador
momento en el espacio de posiciones. Que la relacién entre ambas relaciones es una trasformada
de Fourier es evidente en tanto en cuanto las funciones de onda son complejas y que tienen que
contener la misma informacién (y por tanto ser invertibles) en un espacio continuo.

Las autofunciones del operador momento en el espacio de posicién ¥ (p) son facilmente
deducibles, ya que deben verificar que P,(x) = py,(z). Esta ecuaciéon de primer orden nos
lleva a que, efectivamente (tras normalizar) :

1

Pz 4.94
\V2rh ( )

Yp(z) =

Debido a las propiedades de las trasnformadas de Fouerier se mantendran propiedades evidentes,
como la identidad de Parseval que asegura que ambas estan normalizadas:

/ " (@)Pde = / " 1m)dp (4.25)

o0 [e.9]

o la desigualdad de Heinserberg, tal que

AxAp >

g (4.26)

4.5. La ecuacion de onda

Todo esto es interesante si la funcién de onda fuera una funcién independiente del tiempo.
Sin embargo la ecuacién de Schrodinger nos obliga a que la funcién de onda contenga una
dependencia temporal, ya que

d(a,t) B O t)
ot 2m  Ox?
La solucién mas evidente de esta ecuacion diferencial, que, como podemos ver, no es realmente

una funcién de ondas (dado que no tiene a ambos lados las segundas derivadas). Si buscamos
una solucién del tipo 1 (z,t) = ¥(z)p(t) podemos, si se verifica que

in V(@) (, ) (4.27)

Hy(z) = Ep(X) (4.28)

tendremos que ¢(t) = e‘i%t, o lo que es lo mismo:

() = e () (4.29)
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4.6. Traslaciones finitas

Se define como el operador traslacion a T'(a) tal que T'(a)|z) = |x + a). La relacién entre
el operador traslacion en su version infinitesimal y el operador momento lineal viene dado por

T@@zl—%Pm (4.30)

Esto implica que tras N traslaciones infinitesimales da = a/N tendremos que:

T(a) = [T (%)}N - (1 - %P%)N (4.31)

Dado que esto coincide con la definicién de la funcién exponencial, tenemos que

T(a) = exp {—%%fﬂ (4.32)

4.7. Propagadores
Definimos como propagador a aquella funcién K(x,t|x’,¢') definida como:

K(x, t)x, 1) = (x|U(t ¢)|x)0(t — ') (4.33)

donde 0(t —t') es la funcion escalén de Heavside. El propagador es muy til, ya que a partir de
el:

U(x,t) = /K(X,t|x',t')z/)(x',t')d3x' (4.34)
Definimos la funcién de Green G(x,x't) a partir del propagador
G(x,x",FE) = —%/ K (x, )X, ) dt (4.35)
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Sistemas cuanticos simples

5.1. Oscilador armonico unidimensional

El potencial de un oscilador arménico es V(z) = $k(z — xo)®. La razén por la que es
muy interesante estudiar este tipo de potenciales es porque para en la region proxima a un
minimo en un potencial cualquiera f/(x) podré ser aproximada como un oscilador arménico.
A esta aproximacién se le llama aprozimacion a pequenas oscilaciones. En la fisica cudntica el

potencial V' (z) tendra que colocarse en el hamiltoniano, tal que:

H=—+ -mw’X? (5.1)

El problema presente ahora es hallar la solucién del problema de autoestados de la energia
Hy(z) = EY(zx). Este problema discretizard la funcién de ondas 1(z), ya que solo para algunas
funciones 1, (z) existirdn autovalores reales de la energia. Una forma de llegar a esto seria
resolver la ecuacion diferencial

——— + —mw?2?Y(z) = Ey(z) (5.2)

La forma que vamos a usar nosotros es la formulacién algebraica basada en los operadores a y
a' definidos como

mw 1 mw 1
a=./—X+ P atl=/—X - ——P 5.3
2h vV2hmw 2h vV 2hmw (5:3)
Invirtiendo las relaciones
1 2A 1
X = 3 (a+al) P= 5 2hmw (a' — a) (5.4)

Dado que la relacién de conmutacién exige que [X, P| = ih, tendremos que esto nos llevard a
que
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[a,a'] =1 (5.5)

de tal modo que el hamiltoniano se pueda escribir en funciéon de estos operadores como:

H = (am ; g) (5.6)

definimos N = a'a como el operador niimero (ya entenderemos después porque), que se
relaciona con los operadores a y a como:

[N,a] = —a [N,a'] = a' (5.7)

Consideremos entonces que N es diagonalizable, con autofunciones |v) y autovalores v. Estos
autovalores deben ser positivos v > 0, ya que

lalp)|[* = (v]atalv) = (v|N|v) = v{v|v) (5.8)

por lo que alv) es un autovector de N. Ademds tenemos que se verifica que

Nal|v) = (v — 1)alv) (5.9)

por lo que su autovalor es de n — 1. Asi pues, actuando con el operador a podemos obtener una
sencuencia de estados con sus respectivos autovalores:

v)vialy)y,v =1 @lv),v =2 -y dl)v—p; - (5.10)

En ese caso v debe ser un nimero entero (positivo por la condicién anterior). Esto se debe a
que el valor minimo de v es 0. Dado que p es un valor finito y positivo, llegarda un momento
donde v—p tenga que ser cero. De no ser cero esto implicara que existe un valor donde v—p < 0
en disonancia con la premisa. En ese caso tendremos que v debera ser un nimero real positivo,
por lo que v — n. Los autovaloes de N son los enteros con autofunciones todavia desconocidas
(en su forma 1 (z)) que podremos designar como |n), tal que:

N|n) = nln) n=012... (5.11)
En ese caso tendremos que los valores de la energia si estan discretizados:

E%zz(ﬂﬁ—%)hw (5.12)

Esto implica que no existe un autovalor de energia nula. Ahora vamos a ver la accién de los
operadores a y a' sobre |n). En ese caso, tendremos que los operadores a y a' sobre la base de
autofunciones |n) genera:

aln) = v/n|n — 1) a'ln) = vVn+ 1|n + 1) (5.13)

Por esta misma razon los llamamos operadores escalera, ya que permiten subir y bajar el
estado, y relacionar ambos. Por tanto:

(ah)"

Vn!
38,47
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A partir de estas relaciones podemos deducir la forma de las funciones. En ese caso tendremos
que el estado fundamental

/4 w2
Yo(z) = (g$§>1 fete (5.15)

Y el resto de estados como (con y = |/%2x):

1 mw /4 d\" &

que podemos asociar con los polinomios de Hermite H,(y).
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Momento angular

La teoria del momento angular es de gran importancia en fisica cuantica y sera desarrollada
en este tema. Como sabemos, el momento angular es el generador infinitesimal de las rotaciones
espaciales. Por esta razén empezaremos nuestro andlisis explorando dichas rotaciones y su
realizacion en el formalismo cuantico.

6.1. Momento angular orbital y momento angular de
espin

El momento angular orbital es el momento angular que tiene una particula debido al movi-
miento de esta, controlada por el operador momento angular L = —ifir x V (que como podemos
ver sigue la expresion cldsica del momento angular L = —iAr X p). El momento de espin es
un momento angular no debido al movimiento, puramente experimental. Ambos momentos
angulares, por el hecho de serlo, deben verificar la conmutacion:

k k

Dado que L es un operador diferencial que actia sobre rn; y S es un momento angular discreto
que opera sobre autovalores m (desconocidos todavia), tendremos que estos conmutan entre si:

Li,S;] =0 (6.2)

6.2. Algebra del momento angular

Definimos como momento angular total J a la suma de los momentos angulares orbitales L
y los momentos angulares de espin S, tal que

J=L+8 (6.3)
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Légicamente se verificara
k

por lo que no son simultdneamente diagonalizables. Podemos comprobar que J? definido como
J? = J? + J3 + J2, verifica que

[J2, ] =0 (6.5)

y por tanto son simultaneamente diagonalizables. Lo mas normal es asumir que J3 = J,, y
diagonalizar simultdneamente estos dos. Los operadores escalera se definen como

J:t = Jl + ZJQ (66)

de tal modo que

[Ty, Jo] = +hJs (6.7)

Podremos expresar J? en funcién de estos operadores escalera y Js, de tal modo que

J2 =2 (T + J_J) + J2 (6.8)

1
2
6.3. Autovalores del momento angular

La base de autofunciones de J? y J3 se denota por |j,m), donde j puede ser un nimero
entero/semientero; y m es el nimero cudntico magnético, que puede tomar valores desde el
valor —j al +j, de tal modo que tenemos para cada valor de j, 25 + 1 valores posibles de m.
Los autovalroes de estas autofunciones respecto cada operador vienen dadas por

J2|jv m> = ](] + 1)h2|j7 m> JZ|J7m> = mhbv m> (69)

Estudiamos la accién de los operadores escalera:

Jilj.m) = C(j,m)|j,m +1) C(j,m) =+j(j+1) —m(m+1) (6.10)
J_|j,m) = D(j,m)|j,m — 1) D(j,m) =+/j(j+1) —m(m — 1) (6.11)

Hemos obtenido entonces una representacion de las comoponentes del operador momento angu-
lar como matrices (25+1) x (2j+1), siendo el momento angular j un nimero entero/semientero.
Es vélido para cualquier tipo de momento angular, estoes, J = S, L, S+L, .... En general cuando
estudiamos J = S usamos otro tipo de simbolos para los autovalores, como j — sy m — s,.

6.4. Suma de momentos angulares

Existen problemas en los cuales dos o mas momentos angulares estan presente e interaccio-
nando (lo cudl se da con mas profundidad en la asignatura de nanomangetismo). De este modo
si J1 y Jg se definen en los esapcios de Hilbert H; y Hs, tendremos que la suma de ambos se
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representa en el espacio de Hilbert H; ® Hs. De este modo el momento angular total J se
define como

J=J,1+1®J, (6.12)

aunque muchas veces se denota por J = J;+J3. Como hemos visto J; y J5 se pueden representar
en los espacios |j1,m1) y |j2, m2), que forman la base de los espacios H; y Hz respectivamente.
Légicamente una base del espacio de ‘Hy ® Hy podra venir dada por

|1, m1) @ |2, ma) (6.13)

A esta base del espacio se denomina base desacoplada, en la cual serdn autovectores JZ, J2, Ji., Jo..
Se puede combrobar que J? y J, conmutan con J? y JZ; por lo que no son simultaneamente
diagonalizables. La base de autovalores de J? y J, se llama la base acoplada, y viene dada
por los autoestados |j1, j2; 7, m), tal que

‘]12|]17.]2a]7m> = h2j1(]1+1)|j17j2)]7m>
J3lgn, gas omy = hja(ja + D)]j1, Jos g, m)

(6.14)
‘]2|j17j2;j7m> - hQ](j+1>|]17j27.]7m>

J.|g1,32:5,m) = hml|jy, jo; j, m)
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Metodos aproximados

Los problemas exactamente solubles escasean en mecanica cuantica. por ello con frecuencia
es neceasrio recurrir a métodos aproximados que nos permitan extraer la informacion fisica-
mente relevante sin necesidad de resolver exactamente el problema. En este tema estudiaremos
varios de estos métodos.

7.1. Teoria de perturbaciones independientes del tiempo

Supongamso que tenemos un sistema cuyo hamiltoniano es de la forma:

H=Hy+ \V (7.1)

donde Hj es un hamiltoniano que sabemos resolver exactamente (como puede ser el potencial de
Coulomb, el potencial de un oscilador arménico...), A es un pardmetro pequenio y V' es un ope-
rador hermitico. Al término AV se le conoce como perturbacién y a Hy como hamiltoniano
no perturbado. Supondremos que Hy vy V son independientes del tiempo y que conocemos
exactamente el espectro de Hy. Sean EY los autovalores de Hy y [¢°) sus autoestados:

Holip) = Epltn) (7.2)

Supongamos que el espectro no estd degenerado (no hay varias autofunciones con el mismo
autovalor de la energia). Consideremos la ecuacién de autovalores del hamiltoniano:

H|n) = (Ho + AV)|thn) = En|t,) (7.3)

como \ es pequeno podemos resolver esta ecuaciéon de forma aproximada en serie de potencias
de X\ tal que

[n) = [02) + L) + N2[2) + - - E,=E)+\E, + N°E + - (7.4)
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Subsituyendo esto en 7.3, y agrupando en potencias de lambda a cada lado, tenemos que:
O(\°) = Holyy) = EplYy)
O\ = Hol¢y) +VIvy) = Enlvy) + ERlYy) (7.5)

O(N) = Holvi) + V) = Epll) + Epldn) + E2[W0)

De esta manera podemos deducir que la ecuacién a primer orden de la energia E! viene dada
como:

E, = (U VIvy) (7.6)

Consecuentemente la perturbacién a primer orden de la energia es el valor medio de la pertur-
bacién sobre el estado fundamental. Si aplicamos (12| sobre ambos lados en O(A!') podemos
obtener

0 Vv 0
ity = V10w )
de este modo podemos deducir que:
0 Vv 0
by = 3 L) (78)
m#n n

donde el caso m = n es trivialmente cero (higase el mismo proceso con m = n en O(\')). Al
igual que antes, aplicando esto en O(\?) podemos ver que

m#n

La correcion al estado fundamental es negativa siempre.

7.2. Teoria de perturbaciones dependiente del tiempo

Supongamos un hamiltoniano tal que

H(t) = Hy+ V(t) (7.10)

donde el término no perturbado no depende del tiempo mientras que el término perturbado si.
Nosotros queremos resolver la ecuacién de Schrodinger, que nos permite deducir la evolucién
temporal de una funcién

’ﬂi—\w( )) = HO)[y () (7.11)

a primer orden en la perturbaciéon V. Como H depende de t las soluciones no pueden ser
estados estacionarios. De hecho el sistema sufre una transicién de un estado inicial |¢){) a
un estado final [¢)?). Nos proponemos obtener una expresién para la probabilidad de transicién.
Para cualquier instnante de tiempo t, el estado puede [¢(t)) puede expandirse en autoestados
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de Hy, ya que estos forman una base copleta. Los coeficientes de dicha expansion dependen del
tiempo:

() = an(t)|vh) (7.12)

donde Hy|¢?) = E°[42). Si V(t) = 0 de tal modo que

0

an(t) = co(t)e it (7.13)

donde ¢, (t) es un término pequeno. Nosotros queremos encontrar ahora una forma de la expre-
sién de ¢, (t). En ese caso tenemos que:

ingw@»—§:¢#§1+ﬂk +E%e4%t (7.14)
dt = dt n e '
También sabemos que:
D
HOR(0) = Y [eaV () + Ble] €71 |p) (7.15)
igualando ambos miembros obtenemos que:
B9 . dc B9
sy —i—mteme —1=2t/,/,0 0
ihe™ = = Z e YRV O)1Y)) (7.16)
Si definimos la frecuencia
EO _ EI()
mn = — 7.17
w - (7.17)
obtenemos que la expresion 7.16 puede escribirse como:
¢h§fﬂ-::j{jcnéwmn%¢ﬂ|vxtn¢ﬁ> (7.18)
dt m n

n

A orden cero en V el segundo miembro de 7.18 se anula, por lo que ¢, no depende del timepo.
Si inicialmente el sistema estd en el estado 1Y), entonces ¢, (t) = d,; a orden cero en V. Para
obtener el valor de ¢,,(t) a primer orden lo que hacemos es evaluar:

de,,

iﬁg = e™mit () |V (£)[07) (7.19)
La solucion de esta ecuacion diferencial con condicién inicial es:
.
) o
enlt) = 8= 3 [ TSIV (Dle)ar (7.20)
to

Por lo que la probabilidad de transicién de fase entre un estado i y un estado m # i es |c,(t)[*.
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